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例題

(1) 区間 [−L,L]における関数 f(x) = xのフーリエ級数を以下の形で求めよ。

1

2
a0 +

∞∑
k=1

{ak cos ωkx + bk sin ωkx}

ここで ωkは ωk =
kπ

L
と定義される。

(2) 区間 [−L,L]における関数 f(x) = xのフーリエ級数を以下の形で求めよ。

∞∑
k=−∞

cke
iωkx

ここで ωkは ωk =
kπ

L
と定義される。

解答例
(1) 仮に

f(x) =
1

2
a0 +

n∑
k=1

{ak cos ωkx + bk sin ωkx}

とおく。（この等式を満たす a0, . . ., anは存在しないが、仮に上記の等式が成り立
つとする。）
まず、両辺を区間 [−L,L]で積分する。∫ L

−L

f(x)dx =

∫ L

−L

1

2
a0dx

= La0

1



従って a0は以下のように得られる。

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(x)dx

=
1

L

∫ L

−L

xdx

= 0

次に両辺に cos ωkxをかけて区間 [−L, L]で積分する。∫ L

−L

f(x) cos ωkxdx =

∫ L

−L

ak cos2 ωkxdx

= Lak

従って akは以下のように得られる。

ak =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos ωkxdx

=
1

L

∫ L

−L

x cos ωkxdx

= 0

最後に両辺に sin ωkxをかけて区間 [−L,L]で積分する。∫ L

−L

f(x) sin ωkxdx =

∫ L

−L

bk sin2 ωkxdx

= Lbk

従って bkは以下のように得られる。

bk =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin ωkxdx

=
1

L

∫ L

−L

x sin ωkxdx

=
1

L

{[
x
− cos ωkx

ωk

]L

−L

−
∫ L

−L

− cos ωkx

ωk

dx

}

=
1

L

{
L · − cos kπ

ωk

− (−L) · − cos(−kπ)

ωk

}
=

1

L

{
L · − cos kπ

ωk

+ L · − cos kπ

ωk

}
= −2 cos kπ

ωk

= − 2

ωk

(−1)k

2



-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-1 -0.5  0  0.5  1

series(x,10)
x

図 1: 関数 f(x) = x と cos ω10xの項までの部分和の比較

以上より、f(x)に最も近い線形結合は

n∑
k=1

{− 2

ωk

(−1)k sin ωkx}

である。関数 f(x)のフーリエ級数は上記で得られた線形結合において nを大きく
したときの極限であり、

∞∑
k=1

{− 2

ωk

(−1)k sin ωkx}

である。
この級数の cos ω10xまでの項の部分和を L = 1.0の場合について図 1に示す。

(2) 仮に

f(x) =
n∑

l=−n

cle
iωlx

とおく。（この等式を満たす c−n, . . ., c0, . . ., cn は存在しないが、仮に上記の等式
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が成り立つとする。）この等式の両辺に e−iωkxをかけて区間 [−L,L]で積分する。∫ L

−L

f(x)e−iωkxdx =

∫ L

−L

e−iωkx

n∑
l=−n

cle
iωlxdx

=

∫ L

−L

n∑
l=−n

cle
iωlxe−iωkxdx

=

∫ L

−L

n∑
l=−n

cle
i(ωl−ωk)xdx

=

∫ L

−L

n∑
l=−n

cle
iωl−kxdx

(ωl − ωk =
lπ

L
− kπ

L
=

(l − k)π

L
なので)

=
n∑

l=−n

∫ L

−L

cle
iωl−kxdx

=

∫ L

−L

cke
0dx

=

∫ L

−L

ckdx

= 2Lck

従って ckは以下のように得られる。

ck =
1

2L

∫ L

−L

f(x)e−iωkxdx
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k 6= 0のとき、ckは以下のように計算される。

ck =
1

2L

∫ L

−L

f(x)e−iωkxdx

=
1

2L

∫ L

−L

xe−iωkxdx

=
1

2L

{[
x
e−iωkx

−iωk

]L

−L

−
∫ L

−L

e−iωkx

−iωk

dx

}

=
1

2L
· Le−iωkL − (−L)eiωkL

−iωk

(since

∫ L

−L

e−iωkxdx = 0)

=
1

2L
· Le−i kπ

L
L − (−L)ei kπ

L
L

−iωk

=
1

2L
· Le−ikπ − (−L)eikπ

−iωk

=
1

2L
· L(−1)k + L(−1)k

−iωk

=
1

2L
· 2L(−1)k

−iωk

=
(−1)k

−iωk

=
1

ωk

(−1)ki

k = 0のとき、c0は以下のように計算される。

c0 =
1

2L

∫ L

−L

xdx = 0

従って関数 f(x)に最も近い線形結合は
n∑

k=−n

cke
ikx

である。ここで ckは以下のように定義される。

ck =


1

ωk

(−1)ki k 6= 0

0 k = 0.

関数 f(x)のフーリエ級数は上記で得られた線形結合において nを大きくしたと
きの極限であり、

lim
n→∞

n∑
k=−n

cke
ikx =

∞∑
k=−∞

cke
ikx

である。
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