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問 ルジャンドルの多項式の一般形

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

から P4(x)を計算せよ。

（解答例） 以下に 2通りの計算方法を示す。1つは展開してから微分を 4回行う方
法（計算 1）、もう 1つは微分しながら展開を行う方法（計算 2）である。計算 1の
方が見通しが良い。

(計算 1)

P4(x) =
1

24 · 4!

d4

dx4
(x2 − 1)4

=
1

24 · 4!

d4

dx4
(x4 − 2x2 + 1)2

=
1

24 · 4!

d4

dx4
(x8 − 4x6 + 6x4 − 4x2 + 1)

=
1

24 · 4!

d3

dx3
(8x7 − 4 · 6x5 + 6 · 4x3 − 4 · 2x)

=
1

24 · 4!

d2

dx2
(8 · 7x6 − 4 · 6 · 5x4 + 6 · 4 · 3x2 − 4 · 2)

=
1

24 · 4!

d

dx
(8 · 7 · 6x5 − 4 · 6 · 5 · 4x3 + 6 · 4 · 3 · 2x)

=
1

24 · 4!
(8 · 7 · 6 · 5x4 − 4 · 6 · 5 · 4 · 3x2 + 6 · 4 · 3 · 2)

=
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

(計算 2)

P4(x) =
1

24 · 4!

d4

dx4
(x2 − 1)4

1



=
1

24 · 4!

d3

dx3
(4(x2 − 1)3(2x))

=
1

2 · 4!

d3

dx3
(x(x2 − 1)3)

=
1

2 · 4!

d2

dx2
((x2 − 1)3 + x · 3(x2 − 1)2(2x))

=
1

2 · 4!

d2

dx2
((x2 − 1)3 + 6x2(x2 − 1)2)

=
1

2 · 4!

d

dx
(3(x2 − 1)2(2x) + 12x(x2 − 1)2 + 6x2 · 2(x2 − 1)(2x))

=
6

2 · 4!

d

dx
(x(x2 − 1)2 + 2x(x2 − 1)2 + 4x3(x2 − 1))

=
1

8
((x2 − 1)2 + x · 2(x2 − 1)(2x)

+2(x2 − 1)2 + 2x · 2(x2 − 1)(2x) + 12x2(x2 − 1) + 4x3(2x))

=
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

なお、この計算はPn(x)の一般項の意味を理解するために示したものであり、後
に講義で紹介する予定のシュミットの直交化という方法で計算ができれば十分で
ある。Pn(x)の一般項についてはこの講義の範囲外とする。
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